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Definicion de Funciones

Eje temético: Algebra y Funciones



Plano Cartesiano
Motivacion

En nuestra vida cotidiana usamos, quizas sin notarlo, la nocién de ejes perpendiculares. Un claro
ejemplo es la brujula, donde se marcan, claramente, dos direcciones: la vertical y la horizontal.
En la vertical encontramos el Norte y el Sur y en la horizontal el Oeste y el Este.

Figura 1: Brajula como esencia de ejes perpendiculares.

Nosotros podriamos tener una brijula en la mano y avanzar en cualquier direccion, por ejemplo
a una direccién entre el Norte y el Este, mejor conocido como Noreste. Pero este instrumento solo
ilustra direcciéon y no distancias. Por ejemplo, si vivo en Santiago de Chile, sabré que el mar estd
al Oeste, como también la puesta de sol. Pero a simple vista no podemos decir si la costa estd mas
cerca de Santiago que el sol. El plano cartesiano nos permite poder saber ambas cosas, lo que se
reduce a determinar la posicién relativa de un punto con respecto a un origen, lo que incluye la
direccién y la distancia.

Definicion

En las clases de niimeros vimos lo importante que era la recta numérica para ordenar ntimeros,
donde se pueden tener niimeros negativos, positivos y el cero si nos limitamos a los niimeros reales:

AN
~

El plano Cartesiano es la union de dos rectas numéricas perpendiculares, una horizontal
y otra vertical, que se cortan en un punto llamado origen.

Es fundamental manejar el concepto del plano cartesiano en matematicas, ya que ayudan a
poder visualizar muchos problemas. Esto facilita notablemente los calculos y el entendimiento.
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Coémo graficar en el Plano Cartesiano

Para graficar puntos en el plano cartesiano se usan dos coordenadas: La primera indica la
posicién relativa horizontal y la segunda, la posicién relativa vertical. Utilizaremos la notacién (z, y)
para referirse al un punto del plano donde = corresponde a la posiciéon horizontal , mientras que y

corresponde a la vertical.

Notemos que el punto del origen posee coordenadas (0,0). Ademds, en el plano cartesiano

tenemos 4 cuadrantes (I, II, IIT y IV),

AN

Las caracteristicas de los puntos (x,y) pertenecientes al plano cartesiano son:

Lugar Geométrico

IT Cuadrante

Valor de z

z <0

Valor de y

y>0

IIT Cuadrante

z <0

y<0
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En el siguiente plano cartesiano se presentan 8 puntos en los distintos cuadrantes:

A

Yy
Q (2,3)
3 °
(=3,1) P
(@) 1
< L >
-3 -2 —1 (0,0)1 y T
1
(-1, - 2). ) S
R 3 ‘(37 - 3)

;, Cuéles son las coordenadas y a qué cuadrante pertenecen los puntos P, Q, Ry S?
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Funciones

Imaginemos una maquina que recibe niimeros y devuelve un color para cada nimero
ingresado. Por ejemplo, le entrego el ntimero 4 y me devuelve el color azul. Lo légico es que para
cada ntimero esté predeterminado un color, el cual perfectamente se puede repetir (puede ser una
maquina a la que se le introduce cualquier niimero y siempre dara rosado).

Ahora bien, estas maquinas cumplen dos reglas que no se pueden romper:

= Al ingresar un niimero tiene que salir algiin color. No puede haber un ntimero al cual
no se le asigné un color.

= A cada niimero se le tiene que asignar solo un color. No puede suceder que al ingresar
el niimero 4 nos devuelva el color azul y rojo a la vez.

Entrada @ ——— Funcién f — Salida f(x)

Otra analogia: pensemos en personas y sus cumpleanos. Todos tenemos un cumpleanos porque
corresponde al dia del afio que nacimos. Por otro lado, una persona no puede tener 2 o mas dias
de cumpleanos en un afio. Pero no hay restriccién que impida que dos personas o méas tengan su
cumpleatios el mismo dia.

A continuacién, vamos a presentar una manera muy simple y clasica de representar una funcién:

/f\‘
|

Esto quiere decir que tengo dos conjuntos A y B, donde a cada elemento del conjunto A le
asigno un valor del conjunto B. Notamos que esto si representa una funcién, ya que todo ele-
mento de A tiene un elemento asignado de B (de cada elemento en A sale una flechita hacia
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algtin elemento en B) y, ademds, este elemento asignado de B es tnico (de cada elemento en
A sale solo una flechita hacia B).

Para denotar que al elemento a se le asigné el elemento z, vamos a escribir f(a) = x, lo que
quiere decir que al aplicarle la funcién f al elemento a, esta devuelve x. Entonces, apreciamos que

en el ejemplo, f(a) =z, f(b) ==z, f(c) =z

Veamos ejemplos de asignaciones que resultan no ser funciones:

f
N

\

Aqui la asignacién no es una funcién, pues a un elemento de A (b), se le asignaron dos
elementos del conjunto B, es decir, f(b) =z, f(b) = y, cosa que no puede suceder.

f
N

\

Esta asignacién tampoco es funcién, porque falté realizar una asignaciéon a un elemento
de A (c), es decir, f(c) no existe, cosa que tampoco puede suceder.
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Definicion General

Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcién de A en B es una relacién donde, a cada elemento
x del conjunto A, se le asigna un sélo elemento del conjunto B. Se expresa como:

fiA— B
r— f(z) =y

v se lee “f es una funcién de A en B”.

Toda esa expresion puede asustar, pero en realidad sintetiza la misma idea de la maquina a la
que uno le introduce un valor z y retorna algin valor y.

Por ejemplo, tomemos la siguiente funcién:

f:N— N
nr— f(n)=n+3
La primera linea nos dice que la funcién toma elementos en N y retorna elementos en

N. La segunda linea nos dice que cuando se ingrese a la funcién un namero n (que debe ser
natural en este caso), nos retornara n + 3. Por ejemplo:

. f(2):2+3:5
» f(13)=13+3=16

» f(—3) no existe, pues —3 no pertenece a N, que es donde estd definida la funcién. jjjPor
eso es muy importante revisar dénde esta definida la funcién!!!

Grafico de una Funcion

Como se dijo previamente, el plano cartesiano tiene la utilidad de poder ver graficamente cémo
se comporta una funcién.

Cuando tenemos una funcién f : R — R, los puntos que van a pertenecer al grafico de la
funcién son los puntos de la forma (z, f(x)) con z € R. Por ejemplo, tomemos la siguiente
funcion

f:R— R
r— f(z)=20+1

Entonces, los puntos que vamos a marcar para graficar la funcién en el plano cartesiano son los
de la forma (z, f(z)) = (z,2x+1). Por ejemplo, los puntos A = (1,3),B = (—1,-1) y C = (-2, -3)
van a ser parte del grafico de la funcién.
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Luego, el grafico de f se vera de la siguiente maneras:

N

f(z)]

w

\U)

=

A
~

[uiy

[\&]

w

Se puede observar que los puntos mencionados previamente forman parte del grafico de la
funcién (linea azul).

Notamos entonces, que los valores que uno le entrega a la funciéon estan en el eje X
y los que retorna la funcion estan en el eje Y. Ademas, lo que se introduce en la funcién es
un nimero que pertenece a un conjunto, mientras que lo que esta retorna estd determinado por lo
que uno entrega como valor en principio. Por esto, cuando se anota una funcién como f(x) =y, se
dice que x es la variable independiente, mientras que y es la variable dependiente.

Decimos que y es la imagen de z si se cumple que f(x) = y. Por otro lado, decimos que = es
la preimagen de y si f(z) = y.

Por ejemplo, si consideramos la funcién anterior f(x) = 2x + 1, tendremos que la imagen de 3
es 7, pues f(3) = 7. Asimismo, tendremos que 3 es preimagen de 7 para la funcién f(z) = 2z + 1.
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Elementos Significativos en las Funciones

/f\‘
|

Volvamos a la representacién visual de una funcién. Recordemos que se tiene un conjunto A, el
cual contiene los elementos que se le van a entregar a la funcién y, por otra parte, se tiene el con-
junto B, el cual contiene a los elementos que retorna la funcién luego de entregarle un elemento de A.

Confirmamos que como a cada elemento de A se le asocia un dnico elemento de B, entonces el
diagrama si corresponde a una funciéon. El hecho de que haya un elemento en B que no se
asocie a ningin elemento de A no contradice la definicién. Esto pues no se exige que cada
elemento de B sea asociado a un elemento de A.

A continuacién, definiremos los elementos més relevantes de una funcién:

» Dominio (Dom(f)): Es el conjunto de salida de la funcidn, el cual incluye a todos los
valores que puede tomar la variable independiente. En la figura, el dominio seria el conjunto

A.

» Co-Dominio (CoDom(f)): Es el conjunto de llegada de la funcién, que incluye todos
los valores a los que puede llegar la funciéon. En la figura, el codominio seria el conjunto B.

» Recorrido (Rec(f)): Es el conjunto que incluye todos los valores que la variable de-
pendiente puede tomar. En la figura, el Recorrido serfa el conjunto {x, z}.

Es muy importante notar que, por la definicién de funcién, todo elemento del dominio tie-
ne una unica imagen. Por otro lado, los elementos del codominio pueden tener muchas
preimagenes o incluso no tener ninguna. Finalmente, los elementos del recorrido deben
tener al menos una preimagen.

Por ejemplo, si tomamos la funcién

f*R—R

z— f(z) = 2?
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—1+

Tenemos que el dominio es R, el codominio es R y el recorrido son los niimeros reales positi-
vos y el cero (formalmente Rg ). Como se dijo anteriormente, los elemento del codominio pueden
tener mas de una preimagen. Por ejemplo, el nimero 4 posee dos preimagenes: 2 y —2, ya que
f(=2) = (=2)2 = 4y f(2) = 22 = 4. Por otra parte, el nimero —1 no tiene preimagen, ya que
no existe ningtin z € R tal que f(r) = 22 = —1, pues todos los niimeros reales al cuadrado son

mayores o iguales a 0.

Noétese que, necesariamente, el Recorrido es un conjunto incluido en el Co-Dominio.
Esto, matematicamente, significa que el Recorrido es un subconjunto del Co-Dominio y se anota:
Rec(f) € CoDom(f)

Desafio:
(,Cudl podria ser el Dominio, Co-Dominio y Recorrido de la siguiente funcién?

()

A

A
~
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Tipos de Funciones

La clasificacién de las funciones es relevante ya que nos entrega informacién sobre el comporta-
miento de esta y de su grafica. Existen distintas formas de clasificar una funcion.

Funciéon Continua y Discontinua: Una funcién continua es aquella que, geométricamente,
no presenta cortes en su grafica (se puede dibujar sin soltar el lapiz). Si la funcién no es
continua, se llama funcién discontinua.

-5! -4 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Funcién Creciente: Es aquella que al aumentar el valor de la variable independiente, también
aumenta el de la variable dependiente.

Funciéon Decreciente: Es aquella que al aumentar el valor de la variable independiente, el
valor de la variable dependiente disminuye.
5 5

4 4

-2

-3

-4 —4

-5 5 -5
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Funciéon Constante: Es aquella que para cualquier valor de la variable independiente, el valor
de la variable dependiente es el mismo.
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Figura 2: Valentina Tereshkova

Cientifica Destacada: Valentina Tereshkova

Valentina Tereshkova (6 de marzo de 1937)1 es una cosmonauta y politica rusa ya retirada.
Ingeniera, se convirtié en la primera astronauta y a la vez la primera civil, que volé al espacio,
habiendo sido seleccionada entre mas de cuatrocientos aspirantes y cinco finalistas para pilotar el
Vostok 6, lanzado el 16 de junio de 1963. Complet6 48 orbitas alrededor de la Tierra en sus tres
dias en el espacio extraterrestre.

Antes de su reclutamiento como cosmonauta, Tereshkova fue una obrera que trabajaba en
una fabrica textil, y paracaidista aficionada. Para unirse al Cuerpo de Cosmonautas, Tereshkova
fue incorporada de manera honoraria a la Fuerza Area Soviética, siendo asi la primera civil en
volar al espacio.Después de la disolucién del primer grupo de cosmonautas femeninos en 1969,
fue un prominente miembro del Partido Comunista de la Unién Soviética, participando en varias
oficinas politicas. Permaneci6 activa en la politica tras el colapso de la Unién Soviética (URSS) y
es considerada como una heroina en la Rusia post-soviética.
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